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ILLUSTRISSIMI, ED ECCELSI 

SIGNORI 

SIG PATRONI COLENDISSIMI. 


Mai nulla non mi è flato 

più a cuore , ILLUSTRISSIMI , 
ed ECCELSI SIGNORI , che di 
darvi un qualche pubblico Jejno 
della ojfequiojtfjima riconofcen^a , 



IV 


che Vi profejfo . Era /’ unico me ^ 
£ 0 , che a tal fine io potea ten- 
tare , quello di offerirvi un qual- 
che prodotto , avvegnacchè non po- 
tefs * effere che tenuifjìmo 3 de' miei 
Jìudj . Ma le mie premure , ben- 
ché diligenti ed inceffanti mi fono 
fempre tornate a vuoto , finche una 
difputa Matematica , della quale 
Vi dirò in poche parole , me ne ha 
poi aperto P adito defiderato . 

Il Sig. Abate Conte Vincenzo 
Riccati ornamento cC dì nofiri , e 
fplendor dell ' Italia nell ' Anali (t 5 
e nella Meccanica , del quale non 
poffo rinnovar /’ onorata memoria 
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fetida rinnovare a me fejfo P acet - 
bo dolore di averlo per immatura 
morte perduto , fu rimproverato % 
perchè dijfe , che non bifognava 
ricevere fetida efame la proporzio- 
ne Bernoulliana fra il diametro , e 
la circonferenza del circolo. Non 
tacqui allora , e in fua difefa pub- 
blicai alcuni miei dubbj , fu i qua- 
li piacque ad un infgne Matema- 
tico , a cui molti particolari ob- 
blighi mi fùngono , di comunicar- 
mi con privato carteggio varie dot - 
tiffime di lui difficultà y eccitando- 
mi egli y ed animandomi inoltre 
per non fo qual troppo favorevole 


I 


vi 

di lui opinione verfi di me a 
procurare di rintracciar qualche 
lume , che fervijfe di Jiorta nella 
oficurijjìma , e difficilijjtma teorìa 
de* logaritmi, colla quale la difi 
puta Matematica avea rapporto . 

Ciò , che pubblicai da prima , 
ciò che ho rifipojlo per difendermi 
dalle obbjeqioni , che mi furono far* 
te, e ciò che ho raccolto intorno ai 
logaritmi contienjì in quejìa breve 
memoria , la quale non ha dub w 
bio , che farebbe crefiiuta a moU 
to maggior volume 3 fi per ejlefo 
avejjì voluto trattar la materia , e 
non ammettere i non pochi coroU 

larj\ 
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Ictrj } che dalla maniera , che P ho 
trattata 3 Jt poffono ricavare . 

Or cotn ella è quejìa memoria 
confi acro umilijjìrn amente a VOI , 
ILLUSTRISSIMI , ed ECCELSI 
SIGNORI , profetandomi per al- 
tro , che mai non ne avrei avuto il 
coraggio , Je *1 celebre Sig . d’ Alem- 
bert , a c«/* già la trafmìji y non 
P avejfe onorata del fuo compati- 
mento . Voi frattanto non mifura - 
te P accoglienza 3 di cui Vi prego 
di ejferle cortejì dal merito di chi 
ve ne fa P offerta , ma dal nobi - 
le y e fgnorile Vojìro , animo , da 
cui implorando per fine , che Vi 


Vili 

degniate di continuarmi V onore 
della grafia Vojìra colla maggior 
fommejjìone mi protejìo 


Di FOT ILLUSTRISSIMI, ed ECCELSI 
SIGNORI 


Romd i$ Dicembre 1781, 


Umilifs. dìvotifs.. obbligati]}. Servitore 
Petronio Maria Caldani. 


TrO' 
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Rovo il celebre Sig. Gio: Bernoulli , 
che la ragione del diametro alla circon- 
ferenza del circolo era uguale alla ragio- 
ne di \/—~i : 2 / y/— i, la qual fi vuole 
uguale all’ altra di y/HT : l — i > talché 


a / v /— i = / — i . 

11 Sig. Abate Co: Vincenzo Riccati 
dubitò , che la ragione del diametro alla 
circonferenza fi efprimefTe per ^ — i : / 1 » 

ed intraprefe ad integrare la formola » 

che rapprefenta 1* elemento di un arco 
di circolo del raggio = a , e della tan- 


gente = z . Fatta la foftituzione di 

& Z 'dyj — i 

t_ ? e prefo il protonumero = a = al- 
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la fottotangente della Logaritmica, ed 
aggiunta la collante ricavò J 


zz-j-aa 


> / 1 / 3 • z ~*~ a >/ — 1 j ove porta z — 

z z — ay — i 

a ottenne 1’ intera circonferenza == 
/ a . i-4-y/ _ i ' q u j f e rman- 

4 — 1 * i y/ — t 

doli il Sig. Conte, per qual maniera ha 
potuto die’ egli , il Sig. Bernoulli trovare la 
circonferenza al diametro: : f — 1 : v/ — i ? 
Penfo, profiegue a dire, eh’ egli abbia 
così ragionato . 

Pofta z = » , lì ha t = a ; dunque 

il quadrante di circolo = y/ ~ — / — ai da 

che fegue , che la circonferenza fi a al dia- 
metro , come / — a : a/^7 , proporzione , 
la quale perfettamente combina con quella 
trovata dal Sig. Bernoulli. Ma quefto ra- 
ziocinio, ripiglia il Sig. Conte, è infetto 

di 
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di parallogifmo : perciocché , quantunque 
fatta z — oo , il termine ha rifpet. 

to ad cfla infinitefimo, pur eflfendo im- 
maginario , e tutta rendendo immagina- 
ria la quantità z i a \/ — 1 > non P u ° tra ^" 
curarli. 

Quello difcorfo non è dato piaciuto, 
e fi è pretefo , che affai facilmente pof- 
fa dimoftrarfi il teorema Bernoulliano nel- 


a*d z 


la feguente maniera eflendo 

j jd z _ = , ifil— . fari CjI 

a + z sj — i a — Z\J i k/aa ‘ 


a a z z 
d z 


a a - 4 - z z 


= a ^ a -f- z / — _i ? 0 ve polla z = a fi 

2 y/ I a Zy/ — i 


»vrà —Li / i±4s=‘ =.4= //=TT, 
2 v/ 1 I— v/— I 2y/— I 

e però l’ intera circonferenza 


2 a , 2 a , 

=r . 2 / i = -== / 


y— i 


y— « 


A 2 


, la 

qua- 
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quale ftarà al diametro 2 a:: / — i: — i'. 

Avendo io prefo a confiderai 1’ ad- 
dotta dimoftrazione , mi è fembrato , che 
non fìa tale da effere riputata immune da 
ogni fofpetto : imperocché , fé / — i c 
reale, come può reggere la proporzione 
fra il diametro , ed il circolo propofta 
dal Sig. Bernoulli ? Mi fi rifponde , che a 
ciafcun numero convengono infiniti loga- 
ritmi^ che i logaritmi dei numeri nega- 
tivi mai non fono reali , ma tutti imma- 
ginar; . In prova di ciò fi adducono i pro- 
fondi , e celebri ritrovati dei più fublimi 
genj dell'Analifi, e particolarmente del 
chiariffimo Sig. Eulero, ed una dimoftra- 
zione, che vuol dedurli dalla formola poc’ 

anzi accennata — a ^ a -h Zy/— i 

2 yj I a Zy/ I 

Parlando ora di quefta, fe pongali 
= o , a = i , fi avrà — =l / i i ma po- 

2y/—l 

(la 
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{la la femiperiferia = p , la tangente 
z = o corrifponde agli archi 
°>±P>± 2 P>± 3 P>± 4 P & c.,e gene- 
ralmente all’ arco = mp( intendendoli fotto 
la Ipecie m un numero qualunque intero po- 
lìtivo , o negativo ) , dunque foftituendo in 
vece di m i numeri naturali li otterrà 

/ i=o,+ 2p v /“, + 4 p x /“,± 6 p v /~ 

&c., e però fé farà / a = A, lì avrà / a = 
/ a . i = A -4- / i =. A-t-o, A+ 2 py — i , 
A + 4 Pv/— i , A 6 pyHl &c. Parimenti 
nella lleila formola pollo a = i , facciali z = 
I, li avranno infiniti archi , ai quali corrif- 
ponde la tangente — z = i , e che po- 
tranno così efprimerli 4 5 0 -+- m p == 

1 / 1 _ 1 . 

r — * 1 — , 7 7 l J — 1 > c 

quadruplicando li otterrà (180* 4- 4mp) 
.y/~i =2 / — / — 1 , onde i loga- 

ritmi de’ numeri negativi fono tutti imma- 
ginar). 

Quan- 
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Quantunque quello difcorfo fembri 
fornito di evidenza, io non polfo però a 
meno di dubitare , che vi ftia nafeofto un 
qualche errore . Io primieramente ofTervo » 
che polla z = o , la quantità fotto il fegno 

logaritmico diventa — f -, onde 

a Oy/ — I 

affinchè riufeiffe = i , farebbe neceflario , 
che folle a + °v/ — r = a, ovvero o — 
oy/ — i 5 mao : Oy/ — r : : a : a^—i > dunque 
fe folfe o = Oy / — i f dovrebbe pur edere a = 
a \/ — ii ma quello è imponibile , dunque è 
imponibile ancora o — o y/IT7 . Quella con- 
feguenza lì conferma cogli efempj . Siane 
uno femplicilTimo quello, che lomminillra la 
equazione y — Xy/ — x , ove fe pongali x=o, 
potrò io mai inferire y = o? No certa- 
mente , perchè ammetterei un punto rea- 
le nel luogo geometrico efpreffo da tal 
equazione , il qual punto giuda la natura 
di efia rella affatto efcl ufo. Quindi è, che 

fe 
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fe nella formola propofta / i = 2mp^IT7 
per affegnare i logaritmi tutti , che pofi 
fono competere ad un numero, fi fa- 
rà m = o , non ne rifulterà / i=o, ma 
li— oy — i , e però faranno immagi- 
nar) tutti i logaritmi, che corrifpondono 
ad un numero reale . Che fe dalla formo- 
la rilultafle / i = o , allora 1 ’ arco cir- 
colare , che in fuppofizione di z = o vuo- 
le efprimerfi per — • l i farebbe im- 

maginario , nè gli potrebbe competere la 
tangente reale z = o > laddove efprimen- 


dofi l’arco per — /- — — , elio 

— i • a — Oy/ — l 

è reale , e reale è la tangente z = o . 

In fecondo luogo rifletto alla naturi 


della frazione j±. z v / _ c * e ' ponendola 

a ZyJ — i 

= i , trovo a zy — i — a — , cioè 

cflfere impoflibile che la frazione poflfa 

mai 




Digitized by Google 



mai divenire = i quando non prendali la 
z immaginaria , come può vederli ancora 

dallo (volgere in ferie / a + che 

b a — Zy/ — i 

trovafi = « _ i ÉÌEL + ìuvEI 

i . a 3 a* S . a* 

&c. efpre(fione tutta immaginaria , ma che 
diventa reale, fe per la quantità = z fi 
foftituifca un valore immaginario . 

Ad un ingegnofo ripiego non ottan- 
te fi ricorre per dimoftrare , che può ef- 

fere = i , ed è quello di met- 

a Zy/ — i 

Fatta tal fotti tuzione 


tere z = — = *> 


a H y/ — i 

nafce — — - 

a —>/ * 

o 


—}/— 1 
o 


a -{ 'Z 1 

— o 


ma 


indifferentemente può prenderli il zero in 
fenfo pofitivo , o negativo, dunque la 


9 


frazione potrà fcriverli anche così a + 



a -f- — — « 
o 

ognuno vede , che quella quantità = i j 
dunque la frazione può edere = i nel 
fuppofto di z =: oo . Ma le fode vero , che 
arbitrariamente poteflfe prenderli il zero 
in fenfo politivo, o negativo, è indubi- 


3 ~ " 1 2 • 

tato . che farebbe -, cioè <*> = — oo. 

Chi lo dirà ? Confedo , che a me non 
dà l’animo di dirlo > e dirò piuttodo, che 
quindi traggo una conferma a foftenere, 
che non può reggere l’ equazione o =o i, 

perchè farebbe ancora — = pe- 

ro— = — a v / ~ 1 * 
o 

In terzo luogo protefto ingenuamen- 
te , che col debole mio intendimento 

non fo comprendere j perchè corrifpon- 

B dea 
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dendo 3d un medelimo leno, sd una. 
medefima tangente infiniti archi circola- 
ri , abbia neceffariamente da feguirne , 
che tutti quegli archi tra loro differen- 
tifiimi debbano avere la (fella efprefiio- 
ne. Così è vero, che infiniti archi cor- 
rifpondono alla tangente z = o , ma è 
egli per quello , che tali archi abbiano 


tutti da efprimerfi 


per — = li = mp? 
P 2v /-« P 


Parmi, che a ftabilire quella equazione 
abbiano molta parte 1* arbitrio , e la fup- 
pofizione , onde fé non per falla , abbia 
a tenerli almeno per molto fofpetta . 
Prendiamone qualche efperimento, e pon- 
gali per efempio m = 3 . Efiendo p = 


2 „ 1 

=- / v/— i , fi troverà — 7= l 1 = 
yj— 1 V—* 

-7= ly/^i ovvero -7 / 1 = / V— 1 , 
v — 1 1 

ovvero / 1 = / , equazione che mi 

fem- 
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fembra aflurda quant altra mai per ciò, 
che dirò in appretto. Che fé pretendali 

di ftabilire 6 / J x = / /UT =/ 1 , da- 
rà dunque 6 / v^— i = / i, ovvero //— i = 
~ / i , ovvero / — i = / i , come prima. 

La fletta difficoltà nafce rapporto alla tòr- 

mola( i 8 o°h- 4mp) V— i = = lìyT^l = 
/ — i, colla quale fi vuol provare, che i 
logaritmi de’ numeri negativi fono im- 
maginarii . Viene così a fupporfi , che 
tutti gl’ infiniti archi tra loro differenti^ 
fimi , ai quali compete la tangente = z = I , 
fi efprimano per 2 / yj"— i , e inoltre , 
che fia lecito di paflfare dalla edpreffio- 
ne 2 l v /^~7 all* altra di / — 1 , talché 

2 = /— 1. E’ certo, 

che il numero del primo membro dotto 
il legno logaritmico è immaginario: Co- 



12 

me fi può cangiarlo arbitrariamente in 
reale col trafportare il coefficiente, che 
precede il detto fegno ad efler efponen- 
te del numero, e formar poi T accenna- 
ta equazione? Ma ripigliamo la formola 

45 0 -+- m p = l V— i : fuppongafi 

m — i , ed e (Tendo p — — . — ÌJ— f , p — 

si- t — 

45° = - — = / i /^7 , fi fofiituifcano nel- 
V — 1 

la detta formola quefii vaiorii egli è in- 
fallibile, eh’ effiendo eflfa vera, dovrà 
verificarfi f equazione 45° 4- m p = 

= — -= l >/— 1 . Sarà dunque 

2y/—l 

1 l J — 1-f 2 l v/ — I = 1 W- — 1, 

2y/ , V/ 1 2y/ , 

e però 2 Ij— 1 =0 >ma fi vuole 2 Ij— 1 = 
l — 1 , dunque / — 1=0; dunque 

non 
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non è vero fecondo 1’ addotta formola , 
che tutti i logaritmi de’ numeri negati- 
vi fieno immaginarj . Anzi eflendo 

i W- 1 _4-_2 A/— 7 = i , 

v^7 

ne fegue calcolandoli al folito, che avremo 
2 //=7=y /✓”- i /vCTI = 

~ ^ .1 » cioè 2 / v/ — i = / I , ma fi vuole 

2 / y — i = / — I, dunque / i = / — i > 
dunque i logaritmi dei numeri politivi 
fono gli ftefli dei logaritmi de’ numeri 
negativi > e però o i logaritmi dei nu- 
meri negativi fono tutti immaginarii , e 
tali faranno pur quelli dei numeri poli- 
tivi , o i numeri politivi hanno i loga- 
ritmi reali, e tali anzi gli ftefli gli a- 
vranno i numeri negativi. Che labirinto 
è mai quefto, in cui le propofte formo- 
lo 
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le ci mettono, e quante fon mai le con- 
traddizioni , che ne feguono . 

Ma uno de’ maggiori foftegni a fa- 
vore della proporzione Bernoulliana , e 
della equazione 2 / y/— 1 — / — 1 è la 
proporzionalità geometrica 1 : )/~i : : 

v/I_ 1 : 1 , dalla quale fi vuol dedurre 

1 ’ aritmetica / 1 : — 1 : : / >J — 1 : / — 1 , 

e quindi 2 l\j — 1 —l — 1 . La forza di 
quella deduzione non può negarli, che 
non fia grandifiima , e tale certamente 
è fiata per me . Mi ha però lafciato 
luogo a far alcune riflcflìoni, le quali 
m’ hanno indotto finora a non cederle. 

Per raccogliere, che pofto 1 V— "1 : : 

\J — 1 : — 1 , fia ancora aritmeticamente 
/ 1 : W — 1 ::/>/ — 1 : / — 1 è necefiario 
di riferire i termini, che compongono 
la proporzionalità geometrica ad una fo- * 
la quantità collante, ed invariabile, o 

fìa 
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Ila alla bafe logaritmica, altrimenti non 
ha luogo la proporzionalità aritmetica 
dei logaritmi . Ciò porto io fon d’ av- 
vilo, che tal quantità corta nte non pofi 
fa trovarli , la quale foddisfaccia al ca- 
lò . Imperocché mettendomi lòtto degli 
occhi la proporzionalità a : a \J — » : : a \J : 
— a , la quale è la ftefìa di quella di 
fopra , c fingendo una bafe = e , le 
rifpettive potertà della quale uguaglino 
que’ termini , come per efempio e y = a , 
e x = a yj — x , coficchè fia e y : e K : : e x : e lx ~ y , 
io ritrovo e lx— y = — aj ma dee pur efi- 

fere — e y = a , dunque = — c y , 

e però 2 x — y = y , cioè x = y » equa- 
zione, la qual prelcri ve, che tutti i ter- 
mini debbono ertere uguali, lo che è 
importibile nel cafo addotto, e cosi fa- 
rà imponibile, che la proporzionalità 
1 .y~ : .V “1 : — 1 rapprefentata 

dalle poteftà di una quantità collante , ed 
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invariabile , che fi prenda per bafe logarit- 
mica. Ciò lledo fi conferma dal confi- 
derai la proporzionalità aritmetica : che fi 
vuol dedurre / i : / / — i : ly / — \ : / — i , 
la quale dà l— ( i m ) = 2 / y/ZZ \ , ovvero 
l — i = 1>J — i . Gli efponenti di una 
quantità collante, ed invariabile, ovve- 
ro della bafe logaritmica fono quelli , i 
quali in quanto vengono riguardati per 
una funzione de’ numeri rapprefentati 
dalle poteftà della medefima bafe , chia- 
manfi logaritmi di dd. poteftà , o di dd. 
numeri , e pertanto nella propofta pro- 
porzionalità i numeri vCT7 , — I , di- 
penderanno dalla fletta quantità collante 
o bafe logaritmica i ma / i — l y/~ 7, 
dunque la ftelfa bafe con lo Hello efpo- 
nente dovrà produrre il numero = — i , 
e il numero =V — i • quello è impedibi- 
le, dunque è impodtbile tal equazione. 

Nè 
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Nc vai l’ opporre , che polla la baie lo- 

I 

garitmica = a , fe farà a™ , fi avranno 
tanti numeri , quante unità fi contengo- 
no nel denominatore dell’ efponente , on- 
de fupponendofi per efempio m = 3 na- 

fceranno i tre valori a* , a*. — 1 yj ZTJ e 

2 

però ficcome — = / a*> così farà pure -y- — 

^ a*. — 1 — 3 = / a*. Dee il valor del 

2 

numero rapprefentarfi, come fi è accennato, 
da una poteftà della bafe , ed il logaritmo 
dall’ efponente di efia i ma il valor del 

numero rapprefentato da a 5 è imponibile , 
che rapprefenti quello, che compete ad 

a * . — 1 -4- per edere il primo rea- 
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le , gli altri due immaginar) ; dunque la 

poteftà a* non rapprefenta per fe , che 
un folo numero . E’ per un artificio a- 
nalitico , che fi ricavano gli altri due 

a *. — i ± 7 ^ 1 , che fono equivalenti al 


primo = a 1 , e fono tali perche efli pu- 
re , come il primo , alzati alla terza po- 
terà rendono lo fteffo prodotto = a , ma 
non fon tali perch’ eflfi in fe efprimano 

il valore di a f . Sè dunque a 1 non rap- 
prefenta ni uno degli altri due numeri 

a* — i * non potrà nè meno 1* ef- 

2 

ponente — competer loro per logaritmo, 

ma dovrà egli competere a quel folo nu- 
mero, il valor del quale vien’ efpreflfo da - 
una poteftà della Me, che abbia per eC- 

P°- 
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ponente — 


e cioè nel cafo noftro al nu- 


mero a*. Altro è, che due, o piu quan- 
tità alzate alla fteflTa poterà dieno un me* 
deftmo prodotto, altro è che il valore 
delle medefime fia lo ftefTo. Cosi le tan* 


to i*, quanto i fi alzino alla quan- 
ta poteftà avremo un prodotto = i , pur 

chi dirà, che il valore di i* = i fia Io 
ftefTo del valore z= V — i ? 

Simili equazioni fra termini di dif- 
ferente natura, e qual è la poc anzi ad- 
dotta di f i = W~i , noi troverem Tem- 
pre , quando a rapprefentare i logaritmi 
de’ termini di una ferie geometrica for- 
mata dalle poteftà di una quantità im- 
maginaria, la quale abbia il protonume- 
ro reale , vorremo applicare le note re- 
gole , che fi applicano a rapprefentare i 
logaritmi di una quantità reale dotata di 

C a *«• 
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reai protonumero. Quefìa qualunque ri* 
flJTione mi fa dubitare , che non fia le- 
cito di prendere per bafe logaritmica una 
quantità, le potelfà della quale mutino 
natura , e mi sforza anzi a credere , che 
la bafe non folamente debba elìere co- 
{fante , e capace dì dare qualunque nu- 
mero, ma che debba efler tale ancora, 
che le fue poteftà mantengan Tempre la 
natura medefima ove vogliali far ufo del- 
le regole predette a rapprefentarne i lo- 
garitmi . 

Mi fi dirà forfè, che quelle mie ra- 
gioni riguardano 1’ equazione / y / — i = 
l — i , non f equazione 2 Jy/ — i = / — i, 
eh* è quella, la quale da me fi ftima afi- 
furda. Ma io rifpondo, che la propofta 
analogia dà / v/ — i = / — n °n da 
2 iy/ZITl — / — i. Quindi volendoli dalla 
medefima analogia ricavare 2 / y/~ i = 

/ — i , o non fi avverte di fcrivere / — ( i* ) 

in 
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in vece di / — i, o fi vuole / — (i*)=s 
/ — i . Se non fi avverte di fcrivere 
/ — ( i* ) in vece di l — i , non può pro- 
durli F accennata proporzionalità per pro- 
vare 2 / y/ — i —l — i . Se poi fi vuole 
/ — (1*)=/ — i, farà dunque indifferen- 
te il prendere l — ( i*) per / — i , e pe- 
rò farà lecito di fcrivere 2 / yj — 1 = /— ( i*), 
che dà, come fi è veduto / \J — 1 =/ — 1: 
Ma fi vuole ancora 2 / y/ — 1 = / — 1 > 
dunque V — 1 = 2 //— t , equazione, che 
dà ii doppio uguale alla metà, e che cal- 
colando nella folita maniera fa ritornar- 
ci all’ altra di / y/_ 1 — l — 1 . 

Quantunque quelle ragioni mi lèm- 
bralfe, che non follerò del tutto fèmpli- 
ci congetture, e potettero aver forza di 
convincere , non mi perfuafero però co- 
sì , che non mi rimanette ancora qualche 
dubbio. Son note le formole prodotte 

dai 
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dai più infigni Analifti,e particolarmen- 
te quella del Sig. Eulero con univerfale 
applaufo ed approvazione ricevuta, ed 
ammirata, come quella, che contiene per 
così dire gli ultimi sforzi dell’ umano in- 
gegno , dalle quali formole ricavanfi quei 
medefimi logaritmi , che dà la formola 

già fopra confiderata m p = —4= / i f 

talché i logaritmi corrifpondenti ad ogni 
numero fono infiniti * ed immaginar] tut- 
ti quelli , che competono ai numeri ne- 
gativi . Così effendo p = alla metà della 
circonferenza di un circolo del raggio = i , 
i logaritmi , che convengono al protonu- 
mero = x trovanfi — o , 2 P i , *4- 

4 p /— i , + 6 p /— i &c , e quelli, che 
convengono al protonumero = — i , fo- 
no = -±_ p /UT , ±i 3 p/— * , ± 5 Pv/TI? 
&c, onde dalle predette formole vien con- 
fermata f altra , che io ho detto doverli 

ripa- 
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riputare per molto fofpetta fé non del 
tutto falfa , e confermata altrefi 1” equa- 
zione 2 l\J— i = / — i. Imperocché effen- 
do / — i =p , farà ancora / — i : 
%/— i : : p V— i : v'— i » ovvero / — i : 
\J — i :: p : i : : z p : 2, eh’ è la propor- 
zione Bernoulliana , e però i / — i = 
2 py/ — i j ma 2 p / — i — 4 V— x , dun- 
que / — i = 2 /v/— 7 : deduzioni , le quali 
certamente non potean farmi ripofare con 
tranquillità fopra quanto io ho efpofto. 
Ma liccome io non potea tuttavia indur- 
mi a tener per vera 1’ equazione 2 W — ì = 
/ — i , così mi venne fofpetto, che non 
reggeflfe neppur 1 ’ altra di l — i = pV— i i 
e quindi avendo prefa a confiderare tra 
1 ’ altre la formola del Signor Eulero, ed 
eflendomi accinto a procurare di pene- 
trar la fua mente , fonomi occorfe alcu- 
ne rifleflioni , le quali ben lungi dal to- 
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gliermi i miei dubbj me gli hanno anzi 
accrefciuti. 

Confilo di non aver mai letta la 
memoria di cotefto celebratiflimo Auto- 
re ftefa intorno a quello punto i ma il 
fondamento, fopra cui, fé non m’ingan- 
no, egli appoggia la fua forinola per tro- 
var tutti i logaritmi di un propollo nu- 
mero, è quello, che leggefi al Capo VII. 
del primo tomo della fua introduzione 
all’ Analifi degl’ infiniti . 

Polla la bafe logaritmica = a, efi 
fendo a 0 = i , ne fegue , che fe f efpo- 
nente = o fi accrefcerà di una quantità 
infinitamente piccola , anche 1’ unità fi ac- 
crefcerà di una quantità infinitamente pic- 
cola . Sia dunque la quantità infinitamen- 
te piccola = w, di cui accrefca riponen- 
te = o, onde fia a M — i -t- farà an- 
cora ^ una quantità infinitamente piccola . 

Ella però farà o uguale alla quantità w, 

o mag- 
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o maggiore, o minore di efsaj lochè ef- 
fendo indeterminato pongali f = K w , 
fi avrà a“ = 1+ K u, c per confeguen- 
zaa lM =i -fRw^ed i w = ^i+ K w 1 . Po- 
lla i = oo , facciali 1 K. w l = x, farà w = 

( x 1 — 1 ) , cd i w =-L . ( x 1 — *). 

Si nomini ora i w = y, ed ~ = c, li rica- 
verà y + c 1 — c* x = o , formola , che lì 

» 

adopera a trovar tutti i logaritmi , che 
convengono al numero = x * la quale ri- 
folvendolì in infiniti fattori, di che una 
maniera può elscr quella efpolìa nel cap. 
j,°lib. 3. 0 tom. primo delle inftituzioni del 
Sig. Abb. Co: Vincenzo Riccati , perciò la 
incognita y acquifta infiniti valori efpref- 
lì dagli archi di un circolo del raggio = c , i 
quali valori fono i cercati logaritmi del 

numero da determinarli = x . 

D Io 
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Io non dubito, che una tal forino- 
la non fomminiftri infiniti valori per y 
_ i u>: dubito, eh’ efsi pofsano tutti pren- 
derli per logaritmi del numero = x. Im- 
perocché determinato che fia il numero, 

raccolgo dall’ equazione a JaJ = "i -4- K w 1 = 
x , che uno altresì debb’ efsere il valore 
dell’ efponente = i«. Ov’ efsi fieno più 
d’ uno , o faranno uguali , o difuguali . 
Se fono uguali la formola refta inutile. 
Se fono difuguali , allora la medefima ba- 
fe = a con ciafcuno degli efponenti tro- 
vati dovrà fempre uguagliarli al numero = 
x, che già fi fuppone determinato. Ma 
impofsibil cofa è , che la medefima quanti- 
tà collante, ed invariabile con diverfi efi 
ponenti produca lo ftefso numero, dun- 
que è impofsibile, che infiniti logaritmi, 
fe fieno difuguali fra loro , convengano 
allo ftefso numero. L’equazione i + Kw 1 = 

X) la 
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x, la quale dee farli fecondo il Sig. Eu- 
lero, è tale, che fomminiftra bensì infini- 
ti valori per la quantità = w, i quali ven- 
gono efprefsi per una funzione di x,ma 
efsi a nuli’ altro non fervono, che a far 
vedere poter averli in tanti modi il nu- 
mero — x mediante la detta equazione quan- 
ti fono i valori di w, eh’ efsa fomminiftra. 
Non dimoftra però, che fe nell* equazio- 
ne a 1 w — x = i + kJ li determini il nu- 
mero x, ciafcun valore di w ricavato dall’ 

equazione i + Kw‘ = x ferva a verifica- 

re l’equazione a iù *=:X.Ciò fembra, che 
farebbe pur necefsario per conchiuder poi, 
che al numero determinato = x corril- 
pondono infiniti logaritmi . 

Così porto ^ i — 27 = 1 z , } rica- 
vanii col metodo ordinario tre valori dell’ 

incognita = z dall* equazione 1 -+- z , 3 = 27 » 

D 2 e cioè 
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e cioè Z = 2 , Z=r — JL ■+• , 2 = 

2 2 

5 — j_ y/ — 3 > ma un folo di efsi,vale 

2 2 

a dire z = 2, è quello, che verifica 1’ equa- 
zione v^T 4= 27 : gli altri fervono a far 
vedere, che mediante la formola i + z/ 

non mediante 1* altra y/~J, 3 ‘ può in due al- 
tri modi averli il numero 27.Ciafcun valore 
adunque della quantità = w , che fi ricava 

dall’equazione 7 +ÌUÌ 1 == x, verificherà fem- 
pre 1 -f-K w‘ = x , ma non ognuno dei det- 
ti valori porto nella efprefsione a 1 M veri- 
ficherà necefiariamente a' "= x. Querta 
ingcgnofifsima formola fu inventata dal 
Sig- Eulero, fenza parlar d’altre, che da 
altri infigni Uomini fono ftate inventate, 
e che all’ Euleriana corrifpondono , per 
fortenere, che ai numeri negativi compe- 
tono 
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tono Tempre logaritmi immaginarii . Per 
la quadratura però dell’ iperbole fra gli 
afsintoti è ftato geometricamente dimo- 
ftrato, che i numeri negativi ugualmen- 
te, che i politivi hanno Tempre lo fteTso 
logaritmo , come può vederli ancora al 
cap. 6 ®. Lib. i®. tom. f. paragrafo 26. delle 
inftituzioni del predetto Sig. Abb. Co: Vin- 
cenzo Riccati . Ben non veggo , perchè ciò 
fteTso non poTsa ugualmente dimollrarfi 
per mezzo dell’ Analifi . 

A ciò penTo , che baderebbe Y equa- 
zione ( a~ y ) = x pofta la baTe logaritmi* 
cà = a , le poteftà della quale non meno 
che i Tuoi eTponenti fi prendeftero in Tenfo 
pofitivo , e negativo . Che altro Tono i 
numeri, che qui fi confiderano, Te non 
le poteftà di una quantità collante , ed 
invariabile? Ma quelle poteftà e in fen- 
fo pofitivo, e in Tenfo negativo poTsono 

* ri* 
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riguardarli, dunque possono i numeri da 
efse rapprefentati efprimerfi per 1 equa- 
zione +.( a - y )= x . E ficcome non può 

negarli, che 1 ’ equazione -4- (a “ ) = x 
non fomminiftri 1 * intero ramo della lo- 
garitmica pe’ numeri politivi , così è in- 
negabile , che 1 ’ equazione — ( a - 7 ) = x 
non fomminiftri quello de’ numeri nega- 
tivi, perfettamente uguale al primo» e in 
tal cafo il medefimo logaritmo fervirà tanto 
al numero pofitivo, quanto al numero ne- 
gativo , come per la quadratura dell’ i- 
perbole fra gli afsintoti fi è già detto di 
efsere flato dimoftrato. 

In quello punto di vifta contemplan- 
doli la cola, e tornandoli all’ equazione 

Euleriana a“ = 1 K w, ove w = / 1 K w , 
farà ancora — ( a w ) = — ( 1 4- K w ) , ed 

w = /-(i + Kw)- Parimenti efsendo 

a 
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a ‘ w = i + K u» 1 , ed i « = / i -h K w‘, farà pu- 
re — (a )= — (i+Kio 1 ), ed i w =r 
l— ( i + Kw' ) . Quindi portoli i + Kw 1 = x, 

avrà x due valori cioè x = + ( » ) , 

e però la formola di fopra trovata y -f-c 1 = 

ì 

c 1 x diverrà y + c ' = ih x . c*. Facciali ora 

i 

x = i prendendo il fegno fuperiore, ed 
otterremo y -t- c 1 = c 1 , cioè y — o > e fa- 

i 

cendoli x = — i , e prendendoli il legno 
inferiore avremo parimenti y = o ; lo che 
dimoftra anche per la formola Euleriana 
corrifpondere allo ftelso numero policivo, 
e negativo il medelimo logaritmo . 

Da quelle poche riflefsioni fembra 
apparire, che il Sig. Abb. Co: Vincenzo 
Riccati averte tutta la ragione di dubita- 
re della proporzione Bernoulliana, e che 
la teoria difficililsima de’ logaritmi pofsa 

ri* 
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ridurli a maggior chiarezza che non è fia- 
ta finora. Io mi lufingo di averne alme- 
no accennata alcuna traccia ,onde un qual- 
che fublime ingegno riefca a dar com- 
pimento a sì importante materia. 





Vidit D. Philippur Maria Tofelli Clericut Regni. S. Pao- 
li , Or in Etclejia Metropolitana Bottoni* Pxniten - 
tiarius prò Emine ntijjimo , ac ReverendiJJtmo Domi- 
no Dom. Andrea Card. Joannttto Ordinis S. Bene- 
digli Congregationit Camaldulenjti , Arcbiepifcopo Bo- 
non, j & S. R. I. Principe. 

Die 9 Januarii 1782. 

IMPRIMATUR. 

tr. Aloyfius Maria Ceruti Vìtariut Generali t S. Offi- 
eii Banani*. . 
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